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Kafli 3

Líkur

Í köflunum hér á undan er fjallað um meðferð og túlkun talnasafna þar sem öll gögn liggja fyrir. Þetta gætu verið einkunnir nemanda í skóla, færslur á banka​reikningi kennarans eða hitatölur Veðurstofunnar fyrir síðasta mánuð. En stundum höfum við ekki aðgang að öllu talnasafninu heldur einungis úrtaki eða sýnishorni af því. Þá þarf að hafa ákveðinn fyrirvara á þeim ályktunum sem dregnar eru af úrtakinu og eiga að gilda um þýðið, þ.e. um allt safnið. Dæmi um slíkt eru skoð​anakannanir, mat á stofnstærð fisktegunda í sjónum og svo framvegis. Fræðin sem fjalla um sambandið milli úrtaks og þýðis nefnast tölfræði og þau eru grundvölluð á líkindareikningi.

3.1.
Möguleikar og vongildi

Hvað eru margir möguleikar á útkomu þegar peningi er kastað (og hann lendir ekki upp á rönd)? Tveir möguleikar, talan og skjaldarmerkið. Hvað gefa tveir peningar marga möguleika á útkomu? Fyrri peningurinn hefur tvo möguleika og hvor þeirra um sig gefur tvo möguleika fyrir seinni peninginn, þannig að fjöldi möguleikanna er 2×2 = 4. Hve margir eru möguleikarnir fyrir n peninga? Augljóslega 2n.

Hvað eru margir möguleikar á útkomu þegar teningi er kastað? Sex. Hvað eru margir möguleikar þegar tveimur teningum er kastað? 6×6 = 36. En fyrir n ten​inga? Greinilega 6n. Þetta má rita sem reglu um möguleika:

Ef velja á n sinnum og möguleikarnir í hvert sinn eru k verður fjöldi möguleikanna í valinu öllu  kn.

Lítum á dæmi þegar fjórum peningum er kastað og táknum hliðar hvers penings með 1 og 0 (fyrir skjaldarmerki og tölu). Mögulegar útkomur eru 24 = 16:

0  0  0  0  1  0  0  0  1  1  1  0  1  1  1  1

0  0  0  1  0  0  1  1  0  0  1  1  0  1  1  1

0  0  1  0  0  1  0  1  0  1  0  1  1  0  1  1

0  1  0  0  0  1  1  0  1  0  0  1  1  1  0  1

Hugsum okkur að þetta sé peningaspil þar sem keppendur kasta ætíð fjórum pen​ingum og hirða þá sem snúa skjaldarmerkinu upp. Vinningar fyrir möguleikana hér að ofan yrðu þá

0  1  1  1  1  2  2  2  2  2  2  3  3  3  3  4

Allir möguleikarnir eru jafn líklegar útkomur úr peningakasti og til lengdar kæmu þeir allir jafn oft fyrir. Ef xk táknar vinninginn í k-ta möguleika verða vinningslíkur til lengdar því
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með öðrum orðum meðaltal af vinningum allra möguleikanna. Þetta langtíma meðaltal er kallað vongildi útkomunnar.

Ef ekki er gerður greinarmunur á einstökum peningum og einungis horft á vinn​ingana má taka útkomurnar saman í fimm hópa eða samtektir. Þeir eru

	Ekkert skjaldarmerki snýr upp 
	Einn möguleiki

	Eitt skjaldarmerki snýr upp
	Fjórir möguleikar

	Tvö skjaldarmerki snúa upp
	Sex möguleikar

	Þrjú skjaldarmerki snúa upp
	Fjórir möguleikar

	Fjögur skjaldarmerki snúa upp 
	Einn möguleiki


Vongildið er einnig hægt að finna út frá samtektunum, en þá verður að taka með í reikninginn hve líklegt er að fá hverja útkomu. Látum m vera fjölda samtektanna, xk tákna vinninginn í k-tu samtekt og pk vera líkurnar á útkomu úr þeirri samtekt. Vongildið er þá
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Vongildi má alltaf finna með því að telja upp allar mögulegar útkomur, leggja þær saman og deila með fjölda þeirra, en þegar möguleikunum fjölgar verður ein​faldara að reikna vongildið út frá samtektunum. Til þess þarf þó að vera hægt að reikna líkurnar fyrir þær án þess beinlínis að telja alla möguleikana. Um það er fjallað hér á eftir.

3.2.
Raðanir og samtektir

Hvað er hægt að raða 4 bókstöfum á marga vegu í fjögurra stafa orð? Við höfum fjóra möguleika fyrir fyrsta staf, en þegar hann hefur verið valinn eru bara þrír möguleikar eftir fyrir annan stafinn, síðan eru tveir möguleikar eftir fyrir þriðja staf og að lokum aðeins einn möguleiki fyrir síðasta staf. Alls eru þetta

4 · 3 · 2 · 1 = 24 möguleg orð.

Við notum sérstakan rithátt til að tákna þessa reikninga, ritum 4! = 4 · 3 · 2 · 1 og lesum það fjórir hrópmerkt. Grundvallar reikniregla fyrir hrópmerkingar er að 

n! = n·(n-1)!

og við viljum að sú regla haldi fyrir allar náttúrulegar tölur. Til þess að hún geri það þarf að skilgreina að 0! = 1 því annars er ekki hægt að beita reglunni á 1!.

Hvað er hægt að raða tíu bókstöfum á marga vegu í fjögurra stafa orð? Mögu​leikarnir eru 10 · 9 · 8 · 7 = 5040 og það má rita svona með hrópmerkjum:
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Út frá þessum hugleiðingum ritum við reglu um raðanir:

Fjöldi mögulegra raðana í q sæti úr hópi n staka er
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Fjöldi raðananna byggist á því að röð stakanna í sætunum skiptir máli; abcd er ekki sama röðunin og bcda eða dcba. 

Lítum næst á hvað gerist ef röð stakanna skiptir ekki máli og raðanir með sömu stökum eru teknar saman. Hversu margir verða samtektirnar þegar valið er úr hópi n staka í q sæti? Svarið fæst í þremur skrefum með því að ígrunda að

·  í  q sæti er hægt að raða  q stökum á  q! vegu

· í hverri samtekt verða því  q! raðanir

· og fjöldi samtekta er
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Við notum sérstakan rithátt til að tákna þetta og setjum fram reglu um samtektir:

Fjöldi mögulegra samtekta af q stökum völdum úr hópi n staka er 
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Notum nú þessa reglu til að reikna líklegan vinning þegar 6 peningum er kastað í sama peningaspili og áður. Eftir kastið liggja sex peningar í borði og við spyrjum: 

Hvað eru margar leiðir til þess að enginn vinningur sé í borðinu? Það er aðeins ein leið, nefnilega að skjaldarmerkið snúi ekki upp á neinum peninganna,
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Hvað eru margar leiðir til að einn vinningur sé í borðinu? Vinningurinn má vera hvaða peningur sem er af þessum sex í borðinu. Svarið er því að sex leiðir eru til vinnings,
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Þannig höldum við áfram og setjum niðurstöðurnar fram í töflu. Í þriðja dálki töfl​unnar er fjöldi möguleika til að fá tiltekna útkomu umreiknaður í líkur fyrir þeirri útkomu og í fjórða dálki eru líkurnar fyrir hverri samtekt notaðar til að reikna framlegð hennar til vongildis útkomunnar, þ.e. líklegan vinning:

	Vinningar
	Möguleikar
	Líkur
	Framlegð

	Enginn
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	0 · 0,0156 = 0,0

	Einn
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	1 · 0,0938 = 0,0938

	Tveir
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	2 · 0,2344 = 0,4688

	Þrír
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	3 · 0,3125 = 0,9375

	Fjórir
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	4 · 0,2344 = 0,9376
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	5 · 0,0938 = 0,4690
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Tafla 3.1. Líkur á vinningi þegar sex peningum er kastað. Fjöldi möguleika er 26 = 64, líkurnar á hinum ýmsu vinningum eru samtals 100% og vongildi vinnings er 3 af 6.

3.3.
Pascal þríhyrningurinn

Í öðrum dálki töflu 3.1 eru n! og q! notuð til að reikna fjölda möguleika á q stökum úr hópi n staka, en það er til önnur og einfaldari leið, a.m.k. ef n er ekki mjög há tala. Fjöldann má einfaldlega lesa af svonefndum Pascal-þríhyrningi sem kenndur er við franska stærðfræðinginn Blaise Pascal (1623-1662). Efsti hluti þessa þrí​hyrnings er sýndur á mynd 3.1.

Sérhver lína byrjar og endar á tölunni 1, en tölurnar inni í þríhyrningnum eru fengnar með því að leggja saman næstu tvær tölur úr línunni fyrir ofan. Þessar tvær reglur skilgreina Pascal þríhyrninginn:
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Mynd 3.1. Fyrstu átta línurnar í Pascal þríhyrningi.
Reyndar segir Pascal þríhyrningurinn okkur til um hvaða stuðlar eiga að vera á liðunum þegar margfaldað er upp úr tvíliðastærð í veldinu n. Dæmi:
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Ef við látum a og b vera líkurnar á því að fá upp hvora hlið peningsins, a = b = 0,5, þá gefa liðirnir okkur líkur hverrar samtektar. Lítum á þetta fyrir n = 4:
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sem eru líkurnar á að fá enga, eina, tvær, þrjár eða fjórar a hliðar upp í einu kasti.

Pascal þríhyrninginn má líka nota til að reikna út líkurnar fyrir hverja samtekt þótt a sé ekki jafnt b. Ef til dæmis a er tvöfalt líklegra til að koma upp en b notum við formúluna
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og líkurnar verða
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3.4.
Reiknað með Excel

Innbyggða fallið FACT reiknar hrópmerkingu. Til að finna fjölda raðana er notað fallið PERMUT og til að finna fjölda samtekta er notað fallið COMBIN. Tafla 3.2 sýnir þessar skipanir, ensk heiti þeirra og þau stærðfræðitákn sem þeim samsvara.

	Skipun
	Aðgerð
	Enskt heiti
	Formúla

	FACT(n)
	Hrópmerkt
	Factorial
	n!

	PERMUT(n, q)
	Fjöldi raðana
	Permutations
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	COMBIN(n, q)
	Fjöldi samtekta
	Combinations
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Tafla 3.2. Innbyggð föll í Excel til að reikna hrópmerki, raðanir og samtektir.

Enn er ónefnt fallið BINOMDIST sem reiknar fjölda samtekta, rétt eins og fallið COMBIN, en skilar svarinu sem líkindum og býður að auki upp á þann möguleika að mismiklar líkur séu á því að fá upp hliðar a og b á peningum sem kastað er. Líkurnar á að fá eintómar a-hliðar upp á fjórum peningum þegar a er tvöfalt líklegri útkoma en b fyrir hvern pening eru BINOMDIST(4; 4; 2/3; FALSE) = 0,197531...
3.5.
Sýnidæmi

Möguleikar og raðanir. Hvað eru miklar líkur á því að a.m.k. tveir nemendur í bekk með n nemendum eigi sama afmælisdag? Hvað þurfa margir að vera í bekk til þess að líkurnar á að a.m.k tveir eigi sama afmælisdag séu meiri en 50%?

Úrlausn: Við skulum líta framhjá hlaupárum og segja að í árinu séu 365 dagar. Svo byrjum við með lítinn hóp og athugum líkur þess að næsti maður í hópnum eigi sama afmælisdag og þeir sem fyrir eru. 

Einn maður í hóp getur valið sér afmælisdag að vild, þ.e. af 365 dögum ársins má hann velja 365 daga. Líkurnar á að hann velji sér lausan afmælisdag eru 

p(1) = 365/365 = 1.

Annar maður í hóp má árekstralaust eiga afmæli einhvern þeirra 364 daga sem eftir eru. Líkurnar á því að hann lendi á lausum degi eru 364/365. Líkurnar á því að bæði fyrsti og annar maður lendi á lausum degi eru 
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Líkurnar á því að þriðji maður í hóp eigi annan afmælisdag en hinir eru 363/365 og líkurnar á því að þrír menn veljist í hóp án þess að tveir eigi sama afmælisdag eru 
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Framhaldið er á sömu lund og við getum nú ritað formúlu fyrir líkunum p á því að í hópi n einstaklinga eigi engir tveir sama afmælisdag:
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Í Excel er hægt að reikna p(n) með skipuninni PERMUT(365;n)/POWER(365;n). Línuritið hér fyrir neðan sýnir útkomuna. Af því má meðal annars lesa að í 23 manna hópi eru minna en 50% líkur á því að engir tveir í hópnum eigi sama afmælisdag.
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Mynd 3.2. Líkur fyrir því að engir tveir í hópi eigi sama afmælisdag. Lárétti ásinn sýnir stærð hópsins en lóðrétti ásinn líkurnar. Þegar 23 eru í hóp eru líkurnar 0,4927…
Ójöfn dreifing. Hugsum okkur að í tunnu af eplum sé ormur í tíunda hverju epli. Við veljum fjögur epli af handahófi úr tunnunni. Hvaða líkindi eru á ormum í eplunum? Næst veljum við tuttugu epli úr tunnunni. Hvaða líkur eru á því að fá þrjú eða fleiri ormétin epli?

Úrlausn: Hér er hentugt að nota fallið BINOMDIST. Lítum fyrst á eplin fjögur. Líkurnar á því að ormur sé í eplunum eru þessar:

	Ormaepli
	Excel formúla
	Útkoma

	Ekkert
	BINOMDIST(0; 4; 1/10; FALSE)
	65,61%

	Eitt
	BINOMDIST(1; 4; 1/10; FALSE)
	29,16%

	Tvö
	BINOMDIST(2; 4; 1/10; FALSE)
	4,86%

	Þrjú
	BINOMDIST(3; 4; 1/10; FALSE)
	0,36%

	Fjögur
	BINOMDIST(4; 4; 1/10; FALSE)
	0,01%


Gildið FALSE merkir að BINOMDIST eigi ekki að reikna samanlagðar líkur margra samtekta heldur líkurnar fyrir nákvæmlega einni samtekt. Þegar spurt er um líkurnar fyrir þremur eða fleiri skemmdum eplum af tuttugu er hins vegar rétt að reikna samanlagðar líkur. Þess ber þó að gæta að samanlagða fallið er reiknað frá 0 og því stillum við dæminu upp svona: Samanlagðar líkur á tveimur eða færri skemmdum eplum eru 

BINOMDIST(2; 20; 1/10; TRUE) = 67,69%

og líkurnar á þremur eða fleiri skemmdum eplum hljóta þá að vera 32,31%. Við hefðum líka getað litið á spurninguna frá sjónarmiði óspilltu eplanna og spurt: Hvaða líkur eru á því að fá 17 eða færri óskemmd epli þegar líkurnar á óspilltu epli eru 9/10? Svarið er

BINOMDIST(17; 20; 9/10; TRUE) = 32,31%

3.6.
Æfingar

1. Föst bílnúmer á Íslandi eru sett saman úr tveimur bókstöfum og þremur tölu​stöfum. Hvað eru það mörg möguleg númer? Hvað mundu möguleikarnir vera margir ef hver bókstafur og hver tölustafur mega bara koma einu sinni fyrir í bílnúmerinu?

2. Fjölskylda eignast þrjú börn. Gerið skrá yfir alla möguleika á skiptingu barn​anna í drengi og stúlkur. Hvaða líkur eru til þess að skiptingin verði þannig að tvö börn verði af öðru kyninu en eitt af hinu? Hvaða líkur eru til þess að öll börnin séu af sama kyni?

3. Peningi er kastað tíu sinnum í röð og alltaf kemur skjaldarmerkið upp. Hvaða líkur eru á því fyrir ósvikinn pening? Hvaða líkur eru á því að skjaldarmerkið komi upp ef peningnum er kastað einu sinni til viðbótar?

4. Maður gengur upp og niður Laugaveginn. Á hverju götuhorni kastar hann upp peningi til að ákveða hvort hann eigi að halda áfram eða snúa við. Hvaða líkur eru til þess að eftir tíu peningaköst og göngutúra sé hann aftur staddur á upp​haflega götuhorninu?

5. Sex manns er raðað til sætis í sex stóla. Hvað eru margir möguleikar á sæta​skipan? Hvað eru möguleikarnir margir ef hópurinn er þrír karlar og þrjár konur og alltaf á að skiptast á karl og kona í röðinni?

6. Fimm kýr eru leiddar í fjós. Hvað eru margar leiðir til að raða þeim á fimm bása? Hvað eru margar leiðir til að raða þeim á sjö bása? Þrjá bása?

7. Maður dregur spil úr spilastokk, skilar því til baka, stokkar spilin og dregur svo að nýju. Hvaða líkur eru til þess að hann dragi spaða þrisvar í röð? Hvað þarf hann að draga oft til þess að líkurnar verði minni en einn á móti þúsund að hann dragi alltaf spaða? En einn á móti milljón?

Maðurinn dregur átta sinnum spil úr stokknum og skilar hverju spili eftir að hafa skoðað það. Hvaða líkur eru á því að hann dragi spaða nákvæmlega tvisvar sinnum? Hvaða líkur eru á því að hann dragi spaða oftar en tvisvar sinnum?




























Er summan alltaf 1?
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Fjöldi einstaklinga

Líkur

Líkur á einkvæmum afmælisdögum



Hvaða líkur eru á því að í hóp manna eigi engir tveir sama afmælisdag?
Ef einn er í hópnum: (365/365) = 100%
Tveir í hópnum: (365/365)*(364/365) = 99,7%
Þrír í hópnum:  (365/365)*(364/365)*(363/365) = 99,2
Fjórir í hópnum:  (365/365)*(364/365)*(363/365)*(362/365) = 98,4
Fimm í hópnum:  (365/365)*(364/365)*(363/365)*(362/365)*(361/365) = 97,3


