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Kafli 3

Tölulegar lausnir á diffurjöfnum

Í flestum vísindalegum og tæknilegum viðfangsefnum sem leyst eru með tölvum koma diffurjöfnur við sögu, ýmist sem stakar jöfnur eða hneppi af diffurjöfnum sem leysa þarf saman. Í kafla 2 er fjallað dálítið um diffurjöfnur af fyrsta og öðru stigi, en þó aðeins jöfnur sem unnt er að finna almenna lausn á. Sannleikurinn er nefnilega sá að fæstar diffurjöfnur eru leysanlegar með þeim hætti! Eitt dæmi um óleysanlega jöfnu er 


[image: image265.wmf]
sem þrátt fyrir sakleysislegt útlit er vandræðagripur. Hvað er hægt að gera þegar svona gest ber að garði? Við getum að vísu ekki fundið almenna lausn á jöfnunni, en með tölulegum aðferðum má yfirleitt finna eina sérstaka lausn, nefnilega þá sem hlítir þeim upphafsskilyrðum er fylgja diffurjöfnunni. Þar koma tölvur til sögunnar, því yfirleitt byggjast tölulegar lausnir á einföldum reikningum sem eru margítrekaðir og til þess eru tölvur betur fallnar en fólk.

3.1.  Töluleg stærðfræði

Með tilkomu tölvanna hafa nýjar aðferðir rutt sér til rúms í hagnýtri stærðfræði, tölulegir reikningar. Í stað þess að finna almenna lausn með bókstafareikningi og nota síðan tölulegar forsendur eða skilyrði til að ákvarða sérstöku lausnina er hún leidd beint út frá gefnum tölulegum forsendum, án þess að hirða nokkuð um al​menna lausn.


Tökum sem dæmi það vandamál að finna flatarmál undir ferlinum 
[image: image2.wmf]2
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 á bil​inu milli 0 og 10. Í bókstafareikningi er það leyst með því að heilda fallið og finna þannig almenna lausn fyrir flatarmáli undir fleygboga,
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setja síðan inn tölulegar forsendur dæmisins, jaðargildin 
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 og 
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, og fá svar um flatarmálið á milli þeirra,
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Töluleg lausn er hins vegar fundin með því að skipta bilinu frá 0 til 10 í ræmur með breidd h, velja x fyrir hverja ræmu og leggja saman 
[image: image7.wmf]2
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 fyrir allar ræmurnar. Hér eru til að mynda tekin tíu x með jöfnu bili h = 1:
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Svarið er að vísu of hátt vegna þess að þetta eru stærstu tölurnar á hverju bili: talan 1 á bilinu 0-1, talan 2 á bilinu 1-2, o.sv.frv. Svona summa hæstu talna á hverju bili nefnist yfirsumma. Lítum næst á það hvaða gildi undirsumma ræmanna gefur fyrir flatarmálið undir fallinu; byrjum með 0 og tökum tíu skref:
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Útkoman er að vísu of lág, en meðaltal yfir- og undirsummunum er
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og skakkar þá aðeins um hálfu prósenti frá réttu svari. Sú tölulega heildunaraðferð sem samsvarar þessum meðaltalsreikningum nefnist trapisu-aðferð.


Hér er kominn kjarni málsins í tölulegum reikningum. Dæmið er reiknað beint út frá tölunum án alls bókstafareiknings en svarið er ekki nákvæmlega rétt. Með því að endurbæta reikningsaðferðina, t.d. taka meðaltal af útkomu sem er örugglega of há og annarri sem er örugglega of lág, er unnt að bæta svarið uns það verður eins ná​kvæmt og þörf krefur, en það kallar á umfangsmeiri reikninga. Þegar við veljum tölulega aðferð til að leysa ákveðið dæmi togast tvö sjónarmið á: tíminn sem reikn​ingarnir taka og nákvæmnin sem þarf að vera í svarinu.


Glíman við skekkjur í tölulegum aðferðum og reikniskekkjur í tölvum er vanda​verk. Laun erfiðisins eru þau að með tölulegum aðferðum má leysa ógrynni af dæmum sem ekki er hægt að reikna með öðrum hætti og við getum látið tölvur um lausn þeirra. Í þessum kafla er rakið hvernig tölulegar lausnir á diffurjöfnum eru fundnar og sýnt hvernig nota má Excel til að skoða slíkar lausnir, en tölulegum aðferðum er beitt við ótal margt fleira eins og diffrun, heildun, lausnir á jöfnum og jöfnuhneppum.

Töluleg lausn á diffurjöfnu

Hugsum okkur að við viljum finna lausn á fyrsta stigs diffurjöfnu, 
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, með upphafsgildin 
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 og 
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. Í kafla 2 var sýnt hvernig upphafsgildin ákvarða eina sérstaka lausn fyrir diffurjöfnuna. Töluleg lausn á jöfnunni er fólgin í því að rekja feril þessarar sérstöku lausnar með því að taka lítil skref h eftir x-ásn​um og reikna út tilsvarandi y. Eftir eitt skref er 
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 og gildið 
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 er reiknað út frá diffurkvótanum (þ.e. hallatölunni) í 
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. Þá er tekið annað skref h frá 
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 til 
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, gildið 
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 reiknað, og þannig koll af kolli. Lítum á einfalt dæmi.


Gefin er diffurjafnan 
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 og upphafsskilyrðin 
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. Við skulum rekja lausnarferil hennar og láta skrefstærðina vera h = 1 (sem reyndar eru ekki svo lítil skref). Fyrir hvert skref áfram reiknum við ný gildi  x og  y eftir uppskriftinni
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og drögum bein strik milli reiknuðu gildanna. Þá kemur fram ferill sem er töluleg lausn á diffurjöfnunni með gefnu upphafsskilyrðunum. Almennu lausnina þurfti ekki að finna, en reyndar er auðvelt að sjá að hún er 
[image: image24.wmf]k

x

x

y

+

=

2

5

.

0

)

(

 og að rétt lausn er 
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. Samanburður sýnir þá hver skekkjan er í tölulegu lausninni:

Skref
Töluleg lausn
Rétt lausn
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Ein leið til þess að gera tölulegu lausnina nákvæmari er að minnka skrefin. Ef við helmingum skrefin og setjum h = 0.5 verður uppskriftin 
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og útkoman verður svona:

Skref
Töluleg lausn
Rétt lausn
Skekkja
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Með því að taka helmingi minni skref er skekkjan í tölulegu lausninni orðin helmingi minni, en á móti kemur að reikningarnir eru tvöfalt umfangsmeiri. Við getum haldið áfram á þessari braut og stytt skrefin eins mikið og þarf til þess að fá lausn sem er innan einhverra tiltekinna skekkjumarka. Til þess þurfum við þó að geta lagt mat á það hversu stór skekkja sé líklegt að fylgi hverri skrefstærð. Við getum líka notað flóknari uppskriftir heldur en þá línulegu nálgun sem reiknað var eftir hér fyrir ofan, 
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. Lykillinn að hvoru tveggja, flóknari nálgunum og mati á skekkjum, er að finna í Taylor margliðum.

Taylor margliður

Í minni tölvunnar eru allar upplýsingar geymdar sem tölur og þar af dregur hún nafn sitt. Eitt af þeim vandamálum sem við stöndum frammi fyrir í tölulegri stærðfræði er að koma upplýsingum um eitthvert fall 
[image: image59.wmf])

(
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 á það form að unnt sé að geyma í minni tölvunnar. Til þess notum við oft þá aðferð að finna stuðla í margliðu sem líkir eins nákvæmlega og þarf eftir fallinu og geymum þessa stuðla. Svoleiðis marg​liður voru notaðar löngu fyrir daga tölvunnar til að einfalda erfið dæmi og eru kenndar við enskan stærðfræðing, Brook Taylor (1685-1731). Stuðlarnir eru reiknaðir út frá diffurkvótum fallsins sem verið er að líkja eftir og því hentar marg​liðan vel til þess að líkja eftir lausnarferlum diffurjafna af öllum stigum.


Látum 
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 vera fall sem er n sinnum diffranlegt og 
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 vera samfellt á opnu bili umhverfis 
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. Þá má nota diffurkvóta fallsins til að mynda veldisröð sem nefnist Taylor margliða og nálgast fallið á bili umhverfis 
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 með ákveðinni skekkju R:
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þar sem 2! (lesið tveir hrópmerkt) táknar 2·1, 3! = 3·2·1, 4! = 4·3·2·1 og svo fram​vegis,
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Skekkjan í nálguninni er
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Því miður getum við ekki vitað nákvæmlega hvaða tala q er, einungis að hún liggur á bilinu milli a og x. (Ef við vissum hvar q er væri R líka þekkt tala og engin skekkja væri lengur í nálguninni!). En sé vitað hvaða gildi 
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 getur tekið á bilinu sem er til athugunar má áætla skekkjuna, og hámarksgildi 
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 á bilinu gefur okkur hámarksskekkjuna.

Dæmi 3.1:  Hitinn á hádegi í dag var 10°C. Notið Taylor margliðu af 0-ta stigi til að spá um hitann á hádegi á morgun.

Svar: Núllta stigs Taylor nálgun er 


[image: image69.wmf])

(

)

(

a

f

x

f

=


Hitinn á hádegi á morgun verður sá sami og á hádegi í dag, 10°C.  Bókstafurinn a táknar hið þekkta, daginn í dag, en x er tíminn sem spáð er fyrir, dagurinn á morgun.

Dæmi 3.2:  Ég er of latur til að klippa limgerðið við húsið mitt. Í fyrra var hæð þess um 1.6 m, árið þar á undan var það 1.4 á hæð. Hvað verður það hátt í sumar?

Svar: Ef vöxturinn er jafnmikill öll árin verður limgerðið 1.8 m á hæð í sumar. Við segjum þá að vöxturinn sé línulegur og lýsum honum með Taylor-margliðu af fyrsta stigi,
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Dæmi 3.1 og 3.2 sýna að lægstu stig af Taylor nálgun samsvara því sem í daglegu tali er kallað heilbrigð skynsemi. Stöðugt ástand og stöðugur vöxtur eru hugtök sem tiltölulega auðvelt er að fást við í huganum og duga oft ágætlega. Þegar stig Taylor margliðunnar hækkar verða reikningarnir umfangsmeiri og ekki á allra færi að gera þá í huganum. Það má sjá í dæmi 3.3 þar sem sínusfall er nálgað með annars stigs Taylor margliðu.

Dæmi 3.3:  Notið Taylor margliðu af öðru stigi til að nálgast fallið 
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. Berið Taylor-gildið saman við rétt gildi sínus-fallsins í punktunum 
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Svar: Taylor margliðan er 


[image: image76.wmf]2

2

2

4207

.

0

3818

.

1

1196

.

0

)

1

(

4207

.

0

)

1

(

5404

.

0

8415

.

0

)

1

(

)

1

sin(

5

.

0

)

1

(

)

1

cos(

)

1

sin(

)

(

x

x

x

x

x

x

x

P

×

-

×

+

-

=

-

×

-

-

×

+

=

-

×

×

-

-

×

+

=


Þriðji diffurkvótinn af sin(x) er (cos(x). Ennfremur er cos(1.0) = 0.54, cos(1.1) = 0.45, cos(1.2) = 0.36 og cos(1.3) = 0.26. Hámarksskekkja er því áætluð
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Munurinn á réttum gildum sin(x) og áætluðum gildum P(x) ásamt áætlaðri há​marksskekkju lítur þá svona út:


x
sin(x)
P(x)
Mismunur
Skekkjumat



1.0
0.8415
0.8415
–0.0000
–0.09(0.000 = –0.0000


1.1
0.8912
0.8913
–0.0001
–0.09(0.001 ( –0.0001


1.2
0.9320
0.9327
–0.0007
–0.09(0.008 ( –0.0007


1.3
0.9636
0.9658
–0.0022
–0.09(0.027 ( –0.0024


Óendanleg Taylor röð er samleitin á gefnu bili, þ.e. stefnir stöðugt á sama gildi, ef 
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 stefnir á núll þegar 
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1.

[image: image80.wmf]¥

<

<

¥

-

+

+

+

+

+

=

x

x

x

x

x

e

x

     

!

4

!

3

!

2

1

4

3

2

L


2.

[image: image81.wmf]¥

<

<

¥

-

+

-

+

-

=

x

x

x

x

x

x

     

!

7

!

5

!

3

)

sin(

7

5

3

L


3.

[image: image82.wmf]¥

<

<

¥

-

+

-

+

-

=

x

x

x

x

x

     

!

6

!

4

!

2

1

)

cos(

6

4

2

L


4.

[image: image83.wmf]1

1

     

4

3

2

)

1

ln(

4

3

2

£

<

-

+

-

+

-

=

+

x

x

x

x

x

x

L


5.

[image: image84.wmf]1

1

     

7

5

3

)

(

tan

7

5

3

1

£

£

-

+

-

+

-

=

-

x

x

x

x

x

x

L



Athugið að Taylor raðirnar fimm eru allar reiknaðar með diffurkvótum fallanna í x = 0. (Það er kallað Maclauren raðir). Ef raðirnar væru reiknaðar frá öðrum stað á x-ásnum yrði formúla liðanna dálítið öðruvísi, en heildarútkoman sú sama.

3.2.
Fyrsta stigs diffurjöfnur

Í kafla 3.1 var lausnarferill fyrsta stigs diffurjöfnunnar 
[image: image85.wmf]x
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 rakinn með því að nota línulega nálgun að ferlinum í hverjum reiknuðum punkti, 
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. Þetta jafngildir því að nota Taylor margliðu af fyrsta stigi til að líkja eftir ferlinum í hverjum reiknuðum punkti og er því venjulega nefnd fyrsta stigs nálgun. Lítum nánar á hvernig það er gert.

Fyrsta stigs nálgun

Taylor margliða af fyrsta stigi lítur svona út:
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og með því að stinga inn í hana upphafsgildinu (
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, 
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) fæst uppskrift að næsta gildi á ferlinum:
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Þessa uppskrift getum við ritað eins og gert var í kafla 3.1:
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Frá (
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) förum við með sama hætti til (
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) og þannig áfram koll af kolli,
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uns komið er að endapunkti ferilsins. Þar með höfum við fengið röð punkta (x,y) sem marka lausnarferil diffurjöfnunnar. Þetta er kallað aðferð Eulers eða aðferð Euler-Cauchy. Ferilinn má svo teikna með því að tengja milli punktanna með stutt​um strikum (sem öll hafa ofanvarp h á x-ásinn).


Í kafla 2.1 var m.a. fjallað um myndræna framsetningu á lausnum diffurjöfnu með því að teikna hallasvið jöfnunar og fá þannig fram mynd af fjölskyldu lausnar​ferlanna. Við sjáum nú að aðferð Euler við lausn diffurjöfnu er einmitt fólgin í því að rekja einn feril í hallasviði með stuttum, beinum strikum.

Dæmi 3.4a:  Leysum með aðferð Eulers diffurjöfnuna 
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og svo framvegis.

Lítum á hvernig einn lausnarferill jöfnunnar 
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 er reiknaður, til dæmis frá upphafsgildunum 
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 = 0.0 og 
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 = 0.3 með skrefstærð h = 0.1:

· Í fyrstu línu setjum við upphafsgildin: A1 = 
[image: image100.wmf]0
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 = 0.0  og  B1 = 
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y

 = 0.3

· Í aðra línu setjum við tvær Excel-formúlur:  


A2 = A1+0.1  og  B2 = B1 + 0.1*(B1–A1)

· Loks er lína tvö ljómuð og afrituð í línurnar fyrir neðan.

Útkoman verður á þessa leið:



  x
   y


Upphafsgildi:
0.0
 0.3


Fyrsta skref:
0.1
 0.33


Annað skref:
0.2
 0.353


Þriðja skref:
0.3
 0.3683


Fjórða skref:
0.4
 0.37513
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Dæmi 3.4b:  Í Excel er líka hægt að reikna nokkra lausnarferla einnar diffur​jöfnu út frá mismunandi upphafsgildum og fá með þeim hætti mynd af halla​sviði jöfnunnar. Til þess að sjá fleiri lausnarferla samtímis með mismunandi upphafsgildum 
[image: image102.wmf]0
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 byrjum við með fyrstu tvo dálkana eins og í dæmi 3.4a og endurtökum svo eftirfarandi skref:

· Í næsta dálk er nýtt  
[image: image103.wmf]0
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 sett í fyrstu línu, t.d. C1= 0.4

· Í aðra línu er sett Excel-formúla: C2 = C1 + 0.1*(C1–A1)

· Síðan er lína tvö ljómuð og afrituð í línurnar fyrir neðan.

Þetta er endurtekið dálk fyrir dálk með nýju upphafsgildi í efstu línunni og Excel-formúlu í línunum fyrir neðan. Athugið að í stað C1 og C2 kemur nýr bókstafur sem vísar til dálksins en A1 er óbreytt í formúlunni því þar eru x-gildin. Að lokum eru allir dálkarnir lýstir upp og teiknaðir á línurit með hjálp GraphWizard.

Mynd 3.1 sýnir hallasvið diffurjöfnunnar 
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 reiknað og teiknað með þessum hætti fyrir upphafsgildin 
[image: image105.wmf]0
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 = 0.0 og 
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 = 0.0, 0.1,…, 1.0. Skrefstærðin er h = 0.1.

Ýmislegt fleira má gera til að skoða tölulegar lausnir diffurjöfnu í Excel. Til að mynda getur verið fróðlegt að breyta skrefstærðinni h og skoða hvaða áhrif það hefur á lausnina. Það er einfaldast að gera með því að skíra (með skipuninni Insert/Name) einn reitinn í töflunni h og nota síðan bókstafinn h í formúlunum. Þá er unnt að breyta skrefinu án þess að snerta við formúlunum, einfaldlega með því að setja nýtt gildi í reitinn h. 

Skekkja í fyrsta stigs nálgun
Tölulegi lausnarferillinn er ekki nákvæmlega réttur, það er skekkja í nálguninni. Lítum nú á hvað fræðin um Taylor-margliður segja um skekkjuna í fyrsta stigs nálgun. Látum punktinn 
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vera þekkta gildið, upphafspunkt reikninganna. Við tökum lítið skref h frá a til x og reiknum fyrsta stigs nálgun á fallgildinu 
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Skekkjan í þeim reikningum er gefin af formúlunni
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þar sem q er einhvers staðar á bilinu milli a og x. Að vísu vitum við ekki hvaða tala q er, en með því að kanna gildin sem 
[image: image110.wmf]f
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 tekur á bilinu milli a og x fæst hugmynd um stærð skekkjunnar (sjá dæmi 3.3).


Þessir reikningar sýna að fyrsta stigs nálgun fylgir skekkja sem er í réttu hlutfalli við 
[image: image111.wmf]2
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 í hverju skrefi. Heildarskekkjan fyrir allan lausnarferilinn er hins vegar einu stigi lægri, í réttu hlutfalli við h, vegna þess að þegar skrefin minnka þarf fleiri skref til þess að rekja sama lausnarferil og fleiri skrefskekkjur en áður mynda heildar​skekkjuna. Þetta er nánar rakið í kafla 3.5. 

Dæmi 3.5:  Lítum á þau áhrif sem skrefstærðin hefur á tölulega lausn diffur​jöfnunnar 
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 = 0.3. Almenn lausn hennar er 
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eins og auðvelt er að sannreyna með diffrun. Réttur lausnarferill gegnum punktinn (0.0, 0.3) er því gefinn af jöfnunni
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og við skulum bera réttu gildin saman við reiknuð gildi með mismunandi skrefstærð:


h = 0.1
h = 0.2
h = 0.4
x
rétt y
y(x)
skekkja
y(x)
skekkja
y(x)
skekkja
0
0.3
0.3

0.3

0.3


0.1
0.326
0.330
0.004




0.2
0.345
0.353
0.008
0.360
0.015



0.3
0.355
0.368
0.013




0.4
0.356
0.375
0.019
0.392
0.036
0.420
0.064

0.5
0.346
0.373
0.027




0.6
0.325
0.360
0.035
0.390
0.066



0.7
0.290
0.336
0.046




0.8
0.242
0.299
0.057
0.348
0.106
0.428
0.186

0.9
0.178
0.249
0.071




1
0.097
0.184
0.087
0.258
0.161



1.1
-0.003
0.103
0.106




1.2
-0.124
0.003
0.127
0.110
0.234
0.279
0.403
Feitletruðu tölurnar í töflunni sýna að skekkja í fyrsta skrefi fjórfaldast þegar skrefstærðin er tvöfölduð, en undirstrikuðu tölurnar í neðstu línunni sýna að heildarskekkjan (tæplega) tvöfaldast þegar skrefstærðin er tvöfölduð.

Annars stigs nálgun

Hugsum okkur að við byrjum eins og áður í gefnum upphafspunkti 
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,

(

0

0

y

x

 og not​um diffurkvótann þar til að áætla næsta punkt á ferlinum (mynd 3.2.a):
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[image: image250.wmf]
Þá er hægt að líta um öxl og nota diffurkvótann á nýja staðnum til að reikna hvar gamli staðurinn ætti að hafa verið, frá nýja staðnum séð (mynd 3.2.b):
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Að öllum líkindum skakkar nokkru á fallgildunum, 
[image: image120.wmf]0
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, og betra mat á gildi y má fá með því að taka meðaltal af færslunni reiknaðri áfram, 
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, og færslunni reiknaðri „aftur á bak“, 
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. Síðan leggjum við báðar færslurnar — áfram og aftur á bak — út frá sama upphafsgildinu 
[image: image123.wmf]0

y

 og köllum endastöðvarnar 
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 og 
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. Þá verður hið endurbætta gildi (mynd 3.2.c) 
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Þessi aðferð til tölulegrar lausnar er ýmist nefnd endurbætt Euler aðferð eða aðferð Heuns. Hún tilheyrir flokki tölulegra aðferða sem kenndar eru við forsögn og endurbót. Ekki einasta gefur aðferðin nákvæmara mat á fallgildinu 
[image: image127.wmf]1
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, heldur veitir hún samtímis upplýsingar um skekkjuna í hverju skrefi, 
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. Þær upplýsingar er hægt að nota til að stjórna breytilegri skrefstærð út eftir lausnarferlinum, þannig að skekkjan í hverju skrefi haldist innan fyrirfram ákveðinna marka. Fari skekkjan í einhverju skrefi yfir mörkin flytjum við okkur ekki í næsta punkt, heldur minnkum skrefið um helming og reiknum aftur. Við förum þó ekki lengra út í þá sálma og höldum okkur við fastar skrefstærðir.

Dæmi 3.6:  Lítum aftur á diffurjöfnuna 
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 og leysum hana nú með endurbættri Euler aðferð. Uppskrift að lausn hennar lítur þá svona út:
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Í stað þess að reikna 
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 beint út frá gildunum 
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 og 
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 reiknum við út tvö milligildi, k1 og k2 (sjá mynd 3.2.b), og 
[image: image135.wmf]1
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 er síðan reiknað sem meðaltal þeirra. Forritun í Excel er svipuð og áður, en einfaldast er að nota þrjá dálka fyrir fallgildisreikningana í stað eins dálks áður.

Endurbætt aðferð Eulers er reyndar annars stigs nálgun eins og nú skal sýnt. Annars stigs Taylor nálgun fyrir y er


[image: image136.wmf]0

2

0

0

1

'

'

2

'

y

h

y

h

y

y

×

+

×

+

=


Annar diffurkvóti falls sýnir breytinguna á fyrsta diffurkvóta og í tölulegum reikn​ingum áætlum við hann því út frá mismun fyrsta diffurkvótans í byrjunar- og enda​punkti
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og annars stigs Taylor nálgun er þá rituð
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Í endurbættri aðferð Eulers er 
[image: image139.wmf]1
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 reiknað sem meðaltal af k1 og k2 sem kemur svona út:
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en þetta er sama uppskrift og annars stigs Taylor nálgun! Það veitir líka þær upplýsingar um endurbætta aðferð Eulers að skekkjan í hverju skrefi muni vera í réttu hlutfalli við 
[image: image141.wmf]3
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 og heildarskekkjan á ferlinum þar af leiðandi í réttu hlutfalli við 
[image: image142.wmf]2
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Fjórða stigs Runge-Kutta aðferð

Til að leiða út Taylor nálgun af hærra stigi en sem nemur stigi diffurjöfnunnar þarf að nota hærri diffurkvóta af fallinu 
[image: image143.wmf])
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 en gefinn er af diffurjöfnunni. Þegar Taylor nálgun fyrir annars stigs aðferðina var leidd út hér að framan gripum við til þess ráðs að meta 
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 með því að bera saman fyrsta diffurkvóta í byrjun- og endapunktunum skrefsins, 
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. Nálganir af hærra stigi væri hægt að gera á sama hátt með því að líta fleiri skref fram á veginn, og til að mynda yrði þriðji diffurkvótinn
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Þessi leið er venjulega farin þegar diffurkvóti er metinn tölulega fyrir fall þar sem fallgildin eru þekkt, en við lausn fyrsta stigs diffurjöfnu er staðan önnur. Þá eru upphafsgildin gefin og áætla þarf önnur fallgildi útfrá 
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 og 
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Í uppskriftinni að endurbættri Euler aðferð voru tvær millistærðir 
[image: image149.wmf]1
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 og 
[image: image150.wmf]2

k

 reiknaðar út frá þekktu gildunum 
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 og 
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 og síðan var 
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 fundið sem meðaltal af þessum millistærðum. Sömu hugmynd má útfæra fyrir hærra stig nálgunarreikninga, þannig að ekki þurfi beinlínis að áætla nein fallgildi heldur sé einvörðungu notast við 
[image: image154.wmf]0
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 og 
[image: image155.wmf]0
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 og millistærðir reiknaðar út frá þeim. Þetta nefnast Runge-Kutta aðferðir og endurbætt Euler aðferð er stundum kölluð annars stigs Runge-Kutta aðferð. Eftir því sem stig aðferðanna hækkar verða þær nákvæmari, en reikningarnir verða líka að sama skapi flóknari og seinlegri. Algeng nálgun sem ekki er ýkja flókin, en skilar þó talsvert nákvæmum lausnum, er fjórða stigs Runge-Kutta aðferð. Uppskrift að henni er á þessa leið:
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þar sem diffurjafnan 
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 er notuð til að reikna út fjóra stuðla, 
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, og vegið meðaltal þeirra gefur nýtt gildi fyrir y. Skekkjan í hverju skrefi nálgunarinnar er hlutfallsleg við skrefstærðina í fimmta veldi og heildarskekkjan á ferlinum er þar af leiðandi í réttu hlutfalli við skrefstærðina í fjórða veldi.

Dæmi 3.7:  Fjórða stigs RK aðferð er hægt að reikna í Excel með sama hætti og fyrri aðferðir, en dálkarnir verða nokkuð margir. Við skulum því skoða hvernig lausn á diffurjöfnunni 
[image: image159.wmf]x

y

y

-

=

'

 er fundin með Visual Basic forriti í Excel. Forritunargluggi er opnaður (Alt-F11 í Excel 97) og þetta skrifað:

Sub RungeKutta()

  x0 = 0

  y0 = 1

  xlok = 2

  h = CSng(InputBox("Skrefstærð: "))

  While x0 < xlok

    x = x0

    y = y0

    dy = f(x, y)

    k1 = h * dy

    x = x0 + h / 2

    y = y0 + k1 / 2

    dy = f(x, y)

    k2 = h * dy

    y = y0 + k2 / 2

    dy = f(x, y)

    k3 = h * dy

    x = x0 + h

    y = y0 + k3

    dy = f(x, y)

    k4 = h * dy

    x0 = x

    y0 = y0 + (k1 + 2 * (k2 + k3) + k4) / 6

    Debug.Print "x0 ="; x0, "y0 ="; y0

  Wend

  MsgBox "Loka x er " & x0 & " og loka y er " & y0

End Sub

Function f(x, y)

  f = y - x

End Function

Forritið er keyrt með því að styðja á F5 hnappinn. Þá kemur upp gluggi þar sem notandi ákveður skrefstærðina h. Að því búnu rekur forritið lausnarferil​inn frá x0 til xlok og birtir lokagildi x og y. Lausnarferilinn allan má skoða með því að styðja á Ctrl-G (í Excel 97). Til þess að leysa aðrar diffurjöfnur með öðrum upphafsskilyrðum þarf að breyta fallinu f í næstneðstu línunni og upphafsgildunum x0 og y0 efst í forritinu .

3.3.
Annars stigs diffurjöfnur

Annars stigs diffurjafna hefur formið 
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 og 
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. Sem dæmi um slíka jöfnu má taka 
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. Með því að nálgast fallið með Taylor margliðu getum við rakið okkur tölulega eftir lausnarferlinum með hæfilegri nákvæmni.

Annars stigs nálgun

Í annars stigs nálgun fyrir y er 
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 hæsti diffurkvótinn og hann er einmitt gefinn af diffurjöfnunni. Rétt eins og þegar fyrsta stigs nálgun er notuð við fyrsta stigs diffur​jöfnu getum við því ritað færsluna beint, án nokkurra millireikninga:
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og svo framvegis. Skekkjan í hverju skrefi er í réttu hlutfalli við skrefstærðina h í þriðja veldi og heildarskekkjan á ferlinum er hlutfallsleg við skrefstærðina í öðru veldi.

Dæmi 3.8:  Leysum diffurjöfnuna 
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 með annars stigs aðferð. Upphafsgildin 
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 eru gefin og síðan reiknum við:
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og svo framvegis.

Skoðum nú þessa diffurjöfnu í Excel með upphafsgildunum 
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 og rekjum lausnarferilinn að 
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 með skrefstærð 
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. Það gengur svona til:

· Í fyrstu línuna setjum við upphafsgildin í fyrstu þrjá dálkana og formúlu fyrir diffurkvótann y´´ í þann fjórða:
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: B1 = 0,   
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: C1 = 0.1,   
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: D1 = A1 + 2*B1 – C1

· Í línu tvö ritum við þessar Excel-formúlur í fyrstu þrjá dálkana :
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: B2 = B1 + 0.2*C1 + 0.02*D1   (Athugið að  
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: C2 = C1 + 0.2*D1


en í fjórða dálk afritum við formúluna úr fyrstu línu. 

· Loks er öll lína tvö ljómuð og afrituð í línurnar fyrir neðan.

Útkoman verður á þessa leið:

  x
   y
   y'
   y''


Upphafsgildi:
0.0
   0.0
– 0.5
0.5

Fyrsta skref:
0.2
– 0.09
– 0.4
0.42

Annað skref:
0.4
– 0.1616
– 0.316
0.3928

Þriðja skref:
0.6
– 0.2169
– 0.2374
0.4036

Fjórða skref:
0.8
– 0.2564
– 0.1567
0.4440

Fimmta skref:
1.0
– 0.2788
– 0.0679
0.5103

Fjórða stigs Runge-Kutta aðferð

Til að nálgast lausnarferil annars stigs diffurjöfnu er algengt að nota Runge-Kutta aðferð af fjórða stigi. Aðferðin er nákvæm án þess að reikningarnir verði alltof flóknir. Skekkjan í hverju skrefi er í hlutfalli við 
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 og heildarskekkjan er hlutfalls​leg við 
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Upphafsskilyrðin eru sem áður gefin 
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 og diffurjafnan sjálf gefur 
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. Við reiknum því fyrst 
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 út frá upphafgildunum og finnum svo fjóra stuðla, 
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. Síðan eru 
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 og 
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 reiknuð út frá k-stuðlunum og 
[image: image193.wmf]1

"

y

 út frá þeim. Þá erum við aftur stödd í sömu sporum og í upphafi og getum fundið næsta punkt með sama hætti og svo koll af kolli.
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3.4.
Diffurjöfnur með randskilyrðum

Allar þær lausnir diffurjafna sem við höfum skoðaðhér að framan hafa ákvarðast af upphafsskilyrðum, þ.e. við höfum þekkt fallgildi og nauðsynlega diffurkvóta í upp​hafspunktinum. En fleiri möguleikar eru til að ákvarða lausn á diffurjöfnu. Til að mynda er hægt að tiltaka fallgildin í upphafs- og endapunktum lausnarferils annars stigs diffurjöfnu og ákvarða með því ferilinn. Það er kallað að setja randskilyrði fyrir diffurjöfnuna.


Þegar við höfum almenna lausn diffurjöfnu má einu gilda hvort henni fylgja upp​hafsskilyrði eða randskilyrði, en öðru máli gegnir um tölulegar lausnir. Lítum aftur á annars stigs diffurjöfnuna úr dæmi 3.8 hér að framan, 
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, og látum ferilinn ákvarðast af randskilyrðunum 
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. Til þess að reikna 
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 vantar nú diffurkvótann 
[image: image199.wmf]0

'

y

 (sem í dæmi 3.8 var upphafsskilyrði) og við getum hvorki reiknað 
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 né nokkur gildi í fyrsta skrefi.


Engin almenn og einföld leið er til að fást við jöfnur með randskilyrðum, en hér verður lýst einni aðferð sem kallast að skjóta á lausnina. Þá giskum við fyrst á eitt​hvert sennilegt gildi fyrir 
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, reiknum lausnarferil frá upphafsgildunum að enda​punkti og athugum hversu miklu skakkar um lokagildi fallsins. Síðan notum við skekkjuna til að endurbæta ágiskun okkar um 
[image: image202.wmf]0
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, notum svo þennan endurbætta diffurkvóta til að reikna nýjan lausnarferil, og þannig koll af kolli uns rétt svar er fundið með umbeðinni nákvæmni. Þessi aðferð er í hópi þeirra sem byggja á forsögn og endurbót. Dæmi 3.9 sýnir hvernig farið er að því að skjóta á lausnir í Excel.
Dæmi 3.9:  Lítum á hvernig diffurjafnan 
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 er leyst í Excel með randskilyrðunum y(0) = 1 og y(2.5) = 5. Við skulum nota annars stigs nálgun með skrefstærð h = 0.1 (sem er gefið nafn í einum töflureit) og byrja með upphafsgildið 
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 = 1. Því verður svo breytt til að fá rétta útkomu. Uppsetn​ing forritsins í Excel er eins og í dæmi 3.8: 

· Í fyrstu línu eru upphafsgildin  
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x

: A1 = 0,   
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: B1 = 1,   
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: C1 = 1,  og diffurkvótinn   
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: D1 = A1+2*B1–C1.

· Í næstu línu eru  A2 = A1+H,   B2 = B1+H*C1+H*H*D1/2,   C2 = C1+H*D1,  og afrit diffurkvótans í D-dálki.

· Lína tvö er ljómuð og afrituð hana í 24 línur fyrir neðan.

Útkoman verður y(2.5) = 3,678 sem er ekki í samræmi við randskilyrðin. Við breytum þá gildinu á 
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 (í reit C1)og fáum nýja útkomu, og svo koll af kolli. Það gæti litið svona út:

Diffurkvóti, 
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Lokagildi, 
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Í Excel er hægt að gera þessa leit að besta gildi 
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 með sjálfvirkum hætti. Eftir að dæminu hefur verið stillt upp með einhverri ágiskun um diffurkvót​ann veljum við aðgerðina Goal Seek í Excel og þá sér töflureiknirinn sjálfur um að leita uppi það gildi á 
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 sem leiðir til hins rétta lokagildis.
3.5.
Skekkjur og stöðugleiki í lausnum

Í þessari stuttu kynningu hér að framan á tölulegum lausnum diffurjafna hefur lítið verið fjallað um þau vandamál sem eru mesti höfuðverkurinn í tölulegri greiningu, nefnilega skekkjur í reikningum, stöðugleiki í lausnum og samleitni í aðferðum. Það er í sjálfu sér ekki svo mikill vandi að semja skynsamlega uppskrift að tölulegri lausn á stærðfræðilegu vandamáli, en jafnvel þótt uppskriftin virðist rétt er ekki víst að tölvan skili réttu svari.

Skekkjur

Skekkjur í tölulegum reikningum eru af tvennum toga. Í fyrsta lagi eru reikni​skekkjur sem stafa af því að tölur í minni tölvunnar eru geymdar með ákveðnum endanlegum fjölda aukastafa. Lítum aftur á dæmi 3.7 þar sem Visual Basic forrit er notað til að rekja lausnarferil diffurjöfnunnar 
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 frá frá x = 0 til x = 2. Ef þetta forrit er keyrt með skrefstærðinni h = 0.01 birtast að lokum á skjánum þessi skilaboð:

Lokagildi x er 2.009999 og lokagildi y er 3.009998

Forritið hefur gengið einu skrefi of langt eftir x-ásnum! Ástæðan er sú að þegar x átti réttilega að vera orðið 2 og keyrslu while-lykkjunnar í forritunu að ljúka, þá var það aðeins 1.999998 samkvæmt reikningum tölvunnar og lykkjan rúllaði einu sinni enn. Með því að styðja á F8 hnappinn má skoða alla útreikningana og þá sést að skekkjan gerir vart við sig strax í 6. skrefi þar sem tölvan ritar 5.999999E-02 í stað 0.06. Hvers vegna kemur slík skekkja fram eftir einungis sex skref af samlagningu tölu með aðeins tvo aukastafi? Svarið er, að tölvan geymir tölur ekki í tugakerfi heldur tvíundakerfi, og endanlega tugabrotið 0.01 er endalaust umferðarbrot í tvíundakerfi! Nánar tiltekið er
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og þessa tvíundatölu geymir Excel með ákveðnum fjölda aukastafa í minni tölv​unnar.


Reikniskekkjur eru óhjákvæmilegar þegar reiknað er í tölvum. Reiknimeistarinn getur ekki komið í veg fyrir þær, en hann á að sjá til þess að þær valdi ekki of mikl​um vandræðum og gera sér grein fyrir nákvæmninni í útkomunni. Það mætti til að mynda breyta skilyrði lykkjunnar í dæmi 3.7 á þessa leið

While Abs(x0 - xlok) > 0.001

og þá hættir while-lykkjan að rúlla þegar fjarlægðin milli x0 og xlok verður minni en 0.001. Forritið tekur nú réttan fjölda skrefa, en að vísu er nokkur skekkja í lokagildi x og þar af leiðandi líka í y gildinu. Önnur leið væri að nota heiltölu sem skrefatelj​ara þannig að skekkjan í aukastöfum h safnist ekki upp við endurtekna samlagningu, en hér verður ekki farið lengra út í þá sálma.


Í öðru lagi eru aðferðarskekkjur í flestum tölulegum reikningum. Hér er átt við þær skekkjur sem stafa af því að nota nálgunaraðferðir með endanlegum fjölda liða og fleira í þeim dúr. Í kafla 3.2 var sýnt fram á að þegar diffurjafna er leyst með fyrsta stigs aðferð verður skekkjan í hverju skrefi í réttu hlutfalli við skrefstærðina h í öðru veldi
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Ef við helmingum skrefið fjórfaldast því nákvæmnin í hverju skrefi, og þannig getum við minnkað skekkjuna í reikningunum að vild (innan þeirra marka sem nákvæmni tölvunnar setur), en kostum að vísu meiri tíma til þeirra. Almenn regla er að í nálgun af m-ta stigi er skekkjan í hverju skrefi af stiginu m+1.


Heildarskekkjan frá upphafspunkti að endapunkti er einu stigi lægri en skekkjan í hverju skrefi, vegna þess að skrefafjöldi til fyrirhugaðs áfangastaðar vex með minnkandi skrefstærð. Lítum til að mynda á nálgun af stigi m þar sem skekkjan í hverju skrefi er m+1. Bilinu frá upphafi að endapunkti er skipt í n fjölda skrefa sem hvert um sig er h að lengd. Fjöldi skrefanna er í öfugu hlutfalli við lengd þeirra
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og heildarskekkjan er í réttu hlutfalli bæði við skekkjuna í hverju skrefi og við skrefafjöldann
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Í stuttu máli sagt er almenna reglan sú, að heildarskekkjan er af sama stigi og nálg​unin.


Þegar Taylor nálgun er beitt má segja fyrir um stig skekkjunnar, en í því er oft minna gagn en ætla mætti. Hagnýtari skekkjureikningar eru fólgnir í því sem nefnt var í kaflanum um endurbætta Euler aðferð, nefnilega að leggja mat á skekkjuna í hverju skrefi og stilla skrefstærðina eftir því; minnka skrefin þegar skekkjan vex og stækka skrefin þegar skekkjan lækkar. Með þessu móti er unnt að tryggja að að​ferðarskekkjan í hverju skrefi verði innan tiltekinna marka, en því miður er það ekki trygging fyrir því að heildarskekkjan verði innan ákveðinna marka.

Stöðugleiki

Hugsum okkur að lítilsháttar villa sé í einu af upphafsgildum diffurjöfnu sem við hyggjumst leysa tölulega. Hvaða áhrif hefur það á reikningana sem á eftir fylgja? Ef skekkjan vex ekki svo hratt að hún kæfi lausnarfallið segjum við að lausnin sé til​tölulega stöðug, og minniháttar skekkja í upphafsgildum á ekki að hafa mikil áhrif á lokaniðurstöðuna. Ef skekkjan er hins vegar áhrifameiri en lausnarfallið um fram​vindu reikninganna verður niðurstaðan óhjákvæmilega eintóm vitleysa.


Sumar tölulegar aðferðir eru stöðugar meðan stuðlar diffurjöfnunnar eru innan ákveðinna marka. Lítum til að mynda á jöfnuna 
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 sem hefur almennu lausn​ina 
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. Hægt er að sýna fram á, að þegar jafnan er leyst með fjórða stigs Runge-Kutta aðferð má margfeldið 
[image: image221.wmf]λ

×

h

 ekki vera minna en –2.8. Verði það minna fer tölulega lausnin að vaxa þótt almenna lausnin fari minnkandi og við segjum að tölulega aðferðin sé óstöðug fyrir þessi gildi á ( og greinilega einskis virði.


Loks má nefna diffurjöfnur sem eru stærðfræðilega óstöðugar fyrir ákveðin gildi á stuðlum sínum. Undanfarin ár hefur athygli manna sérstaklega beinst að ósam​leitnum jöfnum þar sem minnsta frávik í upphafsskilyrðum leiðir til allt annars konar lausnarferils. Það er kallað kaos eða óreiða í jöfnunum.

3.6.
Æfingar

Taylor margliður

1. Gefið er fallið 
[image: image222.wmf])
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  (x mælt í radíönum).

a) Finnið fjórða, sjötta og áttunda stigs Taylor margliður sem nálgast cos(x) umhverfis 
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b) Notið þessar þrjár nálganir til að reikna P(0.5) og P(1.0) og berið saman við f(0.5) og f(1.0).

2. Finnið þriðja stigs Taylor margliðu sem nálgast 
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 umhverfis 
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 fyrir eftirfarandi föll. Ef slík margliða er ekki til, útskýrið þá á hverju strandar.

a) 
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3. Sýnið að í Taylor margliðu sem nálgast fallið 
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 umhverfis 
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 þarf fimmtán liði til að e reiknist rétt með 13 stafa nákvæmni. (Ath! e = e1, þ.e. x = 1).

4. Leiðið út fimmta stigs Taylor raðir fyrir föllin 
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, cos(x) og sin(x) umhverfis 
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. Leiðið síðan út stuðla í Taylor röð fyrir tvinntölufallið 
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 og sýnið fram á að 
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 umhverfis 
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. Þetta er regla Eulers.

Fyrsta stigs diffurjöfnur

5.  Gefin er diffurjafnan  
[image: image236.wmf]y

x

y

-

=

2

'

  með upphafsgildið  y(0) = 3.

a) Reiknið með aðferð Eulers lausnarferil fallsins á bilinu x = [0, 0.2] með þremur mismunandi skrefstærðum, h = 0.05, h = 0.1 og h = 0.2  (fjögur, tvö og eitt skref).

b) Reiknið lausnarferil á bilinu [0, 2] með sömu skrefstærðum (40, 20 og 10 skref).

c) Berið útreikningana saman við réttu lausnina,  
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6.  Ein milljón króna er lögð í banka með föstum ársvöxtum, 12%.

a) Notið aðferð Eulers til að reikna inneignina eftir 5 ár (fimm skref).

b) Reiknið síðan með sömu aðferð inneignina ef mánaðarvextir eru 1% (60 skref).

7.  Einfalt stærðfræðilegt líkan fyrir útbreiðslu vægra smitsjúkdóma á borð við kvef er svohljóðandi: Lítum alla íbúa í einu samfélagi vera L að tölu. Þeir skiptast í smitaða, P að tölu, og ósmitaða, Q. Smitað fólk er á ferli og ber pestina í ósmitað fólk. Fjöldi hugsanlegra stefnumóta milli hópanna er 
[image: image238.wmf]PQ

 og útbreiðsluhraði veikinnar er í réttu hlutfalli við þá tölu, 
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. Látum 
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 tákna fjölda smitaðra á hverjum tíma t og þá getum við ritum diffurjöfnu pestarinnar svona:
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a) Reiknið með aðferð Eulers og teiknið línurit fyrir veikindafaraldur þegar L = 25000, k = 0.0003 og h = 0.02. Látið upphafsgildið vera y(0) = 250 og reiknið ferilinn á bilinu t = [0, 1].

b) Notið niðurstöðurnar til að gagnrýna þetta smitsjúkdómalíkan. Hverju þarf helst að bæta við líkanið til að gera það raunhæfara?

8.  Í stórum vatnstank eru 400 lítrar af saltlausn sem inniheldur 200 grömm af salti í hverjum lítra. Í tankinn renna 20 lítrar á mínútu af saltlausn að styrkleika 300 g/l, en úr honum 20 l/mín af velhrærðri lausn (þ.e. með meðalsaltstyrk lausnarinnar). Stillið upp diffurjöfnu fyrir saltstyrk í tanknum og leysið hana fyrir fyrsta klukkutímann.

Annars stigs nálgun

9.  Gefin er diffurjafnan  
[image: image242.wmf]y
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  með upphafsgildið  y(0) =3.

a) Reiknið með endurbættri aðferð Eulers lausnarferil fallsins á bilinu x = [0, 0.2] með þremur mismunandi skrefstærðum,  h = 0.05,  h = 0.1 og  h = 0.2  (fjögur, tvö og eitt skref).

b) Reiknið lausnarferil á bilinu [0, 2] með sömu skrefstærðum (40, 20 og 10 skref).

c) Berið niðurstöðurnar saman við útkomuna þegar fallið er nálgað með aðferð Eulers (dæmi 5) og við rétta lausn, 
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10.  Byssukúlu er skotið lóðrétt upp í loft og hún fellur lóðrétt niður aftur. Ef loftmótstaðan er í réttu hlutfalli við hraða kúlunnar fæst diffurjafnan
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þar sem M er massi kúlunnar og K stuðull fyrir loftmótstöðuna. Notið annars stigs nálgun til að leysa diffurjöfnuna á bilinu t = [0, 30] með skrefstærð (t = 0.5 þegar v(0) = 230 m/s og K/M = 0.03.

11. Í tiltekinni efnafræðiblöndu gengur ein sameind af gerð A í samband við eina sameind af gerð B og þær mynda sameind af gerð C,

 A + B ( C
Hraði efnabreytingarinnar er í réttu hlutfalli við margfeldið af magni A og B í efnalausninni. Látum a og b tákna upphaflegan styrk efnanna A og B og y(t) tákna styrk C sem fall af tíma. Diffurjafnan er þá
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Leysið þessa jöfnu með annars stigs nálgun þegar k = 0.01,  a = 70 millimól/lítra og b = 50 millimól/lítra. Notið skrefstærð (t = 0.5 á bilinu t = [0, 20].

Fjórða stigs Runge-Kutta aðferð

12. Veljið diffurjöfnur sem þið hafið áður leyst með aðferð Eulers eða annars stigs nálgun og leysið þær nú með fjórða stigs Runge-Kutta aðferð. Berið niðurstöðurnar saman og berið þær við rétta lausn, ef hún liggur fyrir. Er skekkjan í reikningunum í samræmi við það sem vænta má samkvæmt fræðunum?

Annars stigs diffurjöfnur

13. Stærðfræðileg lýsing á tiltekinni RLC rás er diffurjafnan
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þar sem Q(t) er hleðsla og 
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 er straumur í rásinni. Leysið diffurjöfnuna fyrir tímabilið t = [0, 3] með (t = 0.05 og upphafsgildin 
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14. Hundur er staddur á x-ásnum og sér húsbónda sinn labba út eftir y-ásnum. Hundurinn tekur á rás til húsbóndans sem heldur áfram göngu sinni. Ef við gerum ráð fyrir að hundurinn stefni alltaf beint á manninn er ferli hans lýst með diffurjöfnunni
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þar sem c er hlutfallið milli hraða manns og hunds. Látum manninn byrja í (0, 0), hundinn í (1, 0) og c = 0.5. Hvar á y-ásnum nær hundurinn húsbónda sínum?

15. Skrifið Visual Basic forrit sem leysir annars stigs diffurjöfnur með fjórða stigs Runge-Kutta aðferð.
















� EMBED Excel.Chart.8 \s ���





Mynd 3.1.  Nokkrir lausnarferlar diffurjöfnunnar � EMBED Equation.2  ��� reiknaðir og teiknaðir í Excel með skrefstærð h = 0.1. Feiti ferillinn hefur upphafsgildin x0 = 0.0 og y0 = 0.3. Brotna línan er x-ásinn.
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Breiða línan sýnir eitt skref áfram, frá upp�hafspunktinum � EMBED Equation.2  ��� til næsta punkts � EMBED Equation.2  ���, samkvæmt fyrsta stigs nálgun.
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�
� EMBED Word.Picture.8  ����



Breiða línan sýnir eitt skref til baka, frá � EMBED Equation.2  ��� til � EMBED Equation.2  ���, samkvæmt fyrsta stigs nálgun. Nú er það hallatalan í � EMBED Equation.2  ��� sem ræður því hvar áfangastaðinn � EMBED Equation.3  ��� verður.
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�
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Breiðu línurnar sýna skrefin fram og til baka (myndir a og b ) lögð út frá sama upphafspunkti, � EMBED Equation.2  ��� til endapunktanna k1 og k2.  Endurbætt mat á y1 er meðaltal k1 og k2.
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Mynd 3.2.  Endurbætt aðferð Eulers. Grönnu, sveigðu línurnar á myndunum sýna nokkra lausnarferla sem gefa til kynna hallasvið diffurjöfnunnar.
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		1.4		1.4		1.4		1.4		1.4		1.4		1.4		1.4		1.4		1.4		1.4

		1.5		1.5		1.5		1.5		1.5		1.5		1.5		1.5		1.5		1.5		1.5

		1.6		1.6		1.6		1.6		1.6		1.6		1.6		1.6		1.6		1.6		1.6

		1.7		1.7		1.7		1.7		1.7		1.7		1.7		1.7		1.7		1.7		1.7

		1.8		1.8		1.8		1.8		1.8		1.8		1.8		1.8		1.8		1.8		1.8

		1.9		1.9		1.9		1.9		1.9		1.9		1.9		1.9		1.9		1.9		1.9

		2		2		2		2		2		2		2		2		2		2		2

		2.1		2.1		2.1		2.1		2.1		2.1		2.1		2.1		2.1		2.1		2.1

		2.2		2.2		2.2		2.2		2.2		2.2		2.2		2.2		2.2		2.2		2.2

		2.3		2.3		2.3		2.3		2.3		2.3		2.3		2.3		2.3		2.3		2.3
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Dæmi 3.5

		x		1		2		3		4		5		6		7		8		9		10		11

		0		0		0.1		0.2		0.3		0.4		0.5		0.6		0.7		0.8		0.9		1		h =		0.1

		0.1		0		0.11		0.22		0.33		0.44		0.55		0.66		0.77		0.88		0.99		1.1

		0.2		-0.01		0.111		0.232		0.353		0.474		0.595		0.716		0.837		0.958		1.079		1.2

		0.3		-0.031		0.1021		0.2352		0.3683		0.5014		0.6345		0.7676		0.9007		1.0338		1.1669		1.3

		0.4		-0.0641		0.08231		0.22872		0.37513		0.52154		0.66795		0.81436		0.96077		1.10718		1.25359		1.4

		0.5		-0.11051		0.050541		0.211592		0.372643		0.533694		0.694745		0.855796		1.016847		1.177898		1.338949		1.5

		0.6		-0.171561		0.0055951		0.1827512		0.3599073		0.5370634		0.7142195		0.8913756		1.0685317		1.2456878		1.4228439		1.6

		0.7		-0.2487171		-0.05384539		0.14102632		0.33589803		0.53076974		0.72564145		0.92051316		1.11538487		1.31025658		1.50512829		1.7

		0.8		-0.34358881		-0.129229929		0.085128952		0.299487833		0.513846714		0.728205595		0.942564476		1.156923357		1.371282238		1.585641119		1.8

		0.9		-0.457947691		-0.2221529219		0.0136418472		0.2494366163		0.4852313854		0.7210261545		0.9568209236		1.1926156927		1.4284104618		1.6642052309		1.9

		1		-0.5937424601		-0.3343682141		-0.0749939681		0.1843802779		0.4437545239		0.7031287699		0.962503016		1.221877262		1.481251508		1.740625754		2

		1.1		-0.7531167061		-0.4678050355		-0.1824933649		0.1028183057		0.3881299763		0.6734416469		0.9587533176		1.2440649882		1.5293766588		1.8146883294		2.1

		1.2		-0.9384283767		-0.624585539		-0.3107427014		0.0031001363		0.316942974		0.6307858116		0.9446286493		1.258471487		1.5723143247		1.8861571623		2.2

		1.3		-1.1522712144		-0.807044093		-0.4618169715		-0.1165898501		0.2286372714		0.5738643928		0.9190915142		1.2643186357		1.6095457571		1.9547728786		2.3

		1.4		-1.3974983358		-1.0177485022		-0.6379986687		-0.2582488351		0.1215009985		0.5012508321		0.8810006657		1.2607504993		1.6405003328		2.0202501664		2.4

		1.5		-1.6772481694		-1.2595233525		-0.8417985355		-0.4240737186		-0.0063489016		0.4113759153		0.8291007322		1.2468255492		1.6645503661		2.0822751831		2.5

		1.6		-1.9949729864		-1.5354756877		-1.0759783891		-0.6164810905		-0.1569837918		0.3025135068		0.7620108055		1.2215081041		1.6810054027		2.1405027014		2.6

		1.7		-2.354470285		-1.8490232565		-1.343576228		-0.8381291995		-0.332682171		0.1727648575		0.678211886		1.1836589145		1.689105943		2.1945529715		2.7

		1.8		-2.7599173135		-2.2039255821		-1.6479338508		-1.0919421194		-0.5359503881		0.0200413433		0.5760330746		1.132024806		1.6880165373		2.2440082687		2.8

		1.9		-3.2159090448		-2.6043181404		-1.9927272359		-1.3811363314		-0.7695454269		-0.1579545224		0.4536363821		1.0652272865		1.676818191		2.2884090955		2.9

		2		-3.7274999493		-3.0547499544		-2.3819999595		-1.7092499645		-1.0364999696		-0.3637499747		0.3090000203		0.9817500152		1.6545000101		2.3272500051		3

		2.1		-4.3002499443		-3.5602249498		-2.8201999554		-2.080174961		-1.3401499666		-0.6001249721		0.1399000223		0.8799250167		1.6199500111		2.3599750056		3.1

		2.2		-4.9402749387		-4.1262474448		-3.3122199509		-2.4981924571		-1.6841649632		-0.8701374693		-0.0561099755		0.7579175184		1.5719450123		2.3859725061		3.2

		2.3		-5.6543024326		-4.7588721893		-3.863441946		-2.9680117028		-2.0725814595		-1.1771512163		-0.281720973		0.6137092702		1.5091395135		2.4045697567		3.3
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Mynd 3.1

		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0		0

		0.1		0.1		0.1		0.1		0.1		0.1		0.1		0.1		0.1		0.1		0.1

		0.2		0.2		0.2		0.2		0.2		0.2		0.2		0.2		0.2		0.2		0.2

		0.3		0.3		0.3		0.3		0.3		0.3		0.3		0.3		0.3		0.3		0.3

		0.4		0.4		0.4		0.4		0.4		0.4		0.4		0.4		0.4		0.4		0.4

		0.5		0.5		0.5		0.5		0.5		0.5		0.5		0.5		0.5		0.5		0.5

		0.6		0.6		0.6		0.6		0.6		0.6		0.6		0.6		0.6		0.6		0.6

		0.7		0.7		0.7		0.7		0.7		0.7		0.7		0.7		0.7		0.7		0.7

		0.8		0.8		0.8		0.8		0.8		0.8		0.8		0.8		0.8		0.8		0.8

		0.9		0.9		0.9		0.9		0.9		0.9		0.9		0.9		0.9		0.9		0.9

		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1		1

		1.1		1.1		1.1		1.1		1.1		1.1		1.1		1.1		1.1		1.1		1.1

		1.2		1.2		1.2		1.2		1.2		1.2		1.2		1.2		1.2		1.2		1.2

		1.3		1.3		1.3		1.3		1.3		1.3		1.3		1.3		1.3		1.3		1.3

		1.4		1.4		1.4		1.4		1.4		1.4		1.4		1.4		1.4		1.4		1.4

		1.5		1.5		1.5		1.5		1.5		1.5		1.5		1.5		1.5		1.5		1.5

		1.6		1.6		1.6		1.6		1.6		1.6		1.6		1.6		1.6		1.6		1.6

		1.7		1.7		1.7		1.7		1.7		1.7		1.7		1.7		1.7		1.7		1.7

		1.8		1.8		1.8		1.8		1.8		1.8		1.8		1.8		1.8		1.8		1.8

		1.9		1.9		1.9		1.9		1.9		1.9		1.9		1.9		1.9		1.9		1.9

		2		2		2		2		2		2		2		2		2		2		2

		2.1		2.1		2.1		2.1		2.1		2.1		2.1		2.1		2.1		2.1		2.1

		2.2		2.2		2.2		2.2		2.2		2.2		2.2		2.2		2.2		2.2		2.2

		2.3		2.3		2.3		2.3		2.3		2.3		2.3		2.3		2.3		2.3		2.3
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