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Kafli 1

Tvinntölur

Þegar reynt er að leysa annars stigs margliðu með því að nota hina kunnu reglu


[image: image1.wmf]A

AC

B

B

x

2

4

2

-

±

-

=


getur það komið fyrir að neikvæð tala sé undir kvaðratrótinni. Þá er oft sagt að jafn​an hafi enga lausn, en réttara væri að segja að ekki sé til nein rauntölulausn. Lítum til dæmis á jöfnuna
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Samkvæmt reglunni hér að ofan ættu lausnir hennar að vera
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Ef við leiðum hjá okkur að svara því hvaða stærð 
[image: image5.wmf]4
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 eiginlega er og stingum annarri lausninni inn í jöfnuna, þá gengur hún upp!


Þegar evrópumenn voru að þróa reiknireglur algebrunnar á sextándu og sautj​ándu öld fannst þeim yfirleitt að jákvæðar tölur væru einu raunverulegu lausnirnar á algebrujöfnum. Þannig notaði Isaak Newton (1642-1727) heitið ómögulegar lausnir um neikvæðar tölur og René Descartes (1596-1650) talaði um sannar og ósannar lausnir. Sá síðarnefndi varð einna fyrstur til að gera greinarmun á “innihaldsleysi” neikvæðra talna annars vegar og kvaðratróta af þeim hins vegar og kallaði lausn með kvaðratrót af neikvæðri tölu ímyndaða lausn.


Svo fór þó að lokum að stærðfræðin tók þessar ómögulegu og ímynduðu tölur í sátt. Nemendur vita af reynslu sinni að reglur algebrunnar gilda bæði fyrir jákvæðar og neikvæðar tölur og hvorar tveggja eru jafn stærðfræðilega sannar. Í þessum kafla verður sýnt fram á að kvaðratrætur af neikvæðum tölum lúta líka reglum algebrunn​ar og þannig tölur eiga því fullan þegnrétt innan stærðfræðinnar.

1.1  Skilgreining á tvinntölum

Við skulum innleiða í talnakerfið stærð sem táknuð er með i og skilgreind þannig að
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Kvaðratrót af neikvæðri tölu er þá hægt að skrifa með því að nota i, til dæmis
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og lausnir á annars stigs jöfnunni hér að framan, 
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Lausnir af þessu tagi nefnum við tvinntölur og þær má almennt rita
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þar sem p og q eru rauntölur. Talan p kallast raunhluti tvinntölunnar og q nefnist þverhluti hennar. Raunhlutinn er oft ritaður sem Re(u) og þverhlutinn sem Im(u). Á ensku heita tvinntölur complex tölur, raunhlutinn er real og þverhlutinn imaginary.
Reiknireglur tvinntalna

Reiknireglur venjulegrar algebru gilda einnig um tvinntölur. Lítum á tvær tvinntölur 
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 og 
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, þar sem a, b, c og d eru rauntölur. Samlagning, frádrátt​ur, margföldun og deiling ganga svona til:
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Það eina sem er nýstárlegt er deilingin. Til að losna við tvinntöluna úr nefnaranum er tvinntölubrotið lengt með samokatölu hans, sem er nánar skilgreind hér á eftir.

Dæmi 1.1:  Þegar reiknireglum algebrunnar er beitt á tvinntölur er útkoman ætíð tvinntala sem má rita á forminu 
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. Sé hún þannig að raunhlut​inn p eða þverhlutinn q eru 0 er þeim oft sleppt:
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Samokatölur og tvinntöluveldi

Ef u er tvinntala þannig að 
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 þá kallast tvinntalan 
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 samokatala tölunnar u. Allar annars stigs jöfnur sem ekki hafa rauntölulausnir hafa tvær tvinn​tölulausnir, nefnilega 
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 og samokatölu hennar 
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Þegar við margföldum eða leggjum saman tvinntölu og samokatölu hennar þá er útkoman alltaf rauntala (án þverhluta) eins og hér sést:
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Tvinntölur er hægt að hefja í veldi með endurtekinni margföldun:
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Þegar i er hafið í annað veldi fæst –1, í þriðja veldi –i, í fjórða veldi 1, og þannig koll af kolli. Með því að umrita 
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sjáum við að sama máli gegnir um neikvæð veldi á i. Með því að skilgreina 
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 eins og gert var með rauntölur kemur í ljós ákveðið kerfi:
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1.2  Tvinnsléttan

Heilar tölur og brot, ræðar tölur og óræðar, jákvæðar og neikvæðar tölur; allar þess​ar stærðir má tákna myndrænt með því að staðsetja þær á talnalínu. En hvernig er hægt að sýna tvinntölur á mynd? Það er gert með því að líta á tvinntölur sem hnit í tvívíðum fleti, sem nefndur er tvinnsléttan. Ásar sléttunnar eru tveir, raunás (sá lá​rétti) og þverás. Tvinntalan a + i·b er sá staður í sléttunni sem hefur hnitin (a, b).


Samlagning, frádráttur, margföldun og deiling tveggja hnita í tvinnsléttu eru skil​greind á sama hátt og áður var sýnt fyrir tvinntölur:
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Ef báðar tölurnar liggja á raunásnum gerir útkoman það líka og er sú sama og í venjulegum rauntölureikningum:
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Þetta sýnir að líta má á rauntölur sem hlutmengi í tvinntölum, rétt eins og ræðar töl​ur eru hlutmengi í rauntölum og heilar tölur eru hlutmengi í ræðum tölum.


Raunhluti þeirra talna sem liggja á þverásnum er núll; til dæmis er i = (0, 1). Margföldunarreglan sýnir hvað verður þegar i er hafið í annað veldi:
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sem er einmitt upphafleg skilgreining okkar á tvinntölu, 
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Lengd tvinntalna og pólhnit

Rifjum upp hugmyndina um algildi (eða tölugildi) rauntölu: Það er fjarlægð hennar frá núlli á talnalínunni, án tillits til þess hvort talan er vinstra eða hægra megin við núllið. Þetta má rita svona:
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Fjarlægð tvinntölu frá núllpunkti tvinnsléttunnar (0, 0) nefnist lengd hennar. Lengd tölunnar 
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 er (samkvæmt reglu Pýþagórasar)
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Ef tvinntalan liggur á raunásnum er lengd hennar sú sama og algildi raunhluta hennar. Lengd tvinntölu er því líka nefnt algildi hennar.


Það getur oft verið hentugt að nota lengd tvinntalna í reikningum, en þá þarf líka að vera hægt að vísa til þess hvar í tvinnsléttunni talan raunverulega liggur. Það er gert með því að gefa upp hornið sem staðarvektor tvinntölunnar myndar við raunás​inn, rétt eins og gert er í hornafallareikningum.


Þegar tvinntölu er lýst með því að nota lengd hennar og horn við raunásinn er sagt að talan sé táknuð með pólhnitum. Þau eru venjulega rituð 
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 táknar hornið.


Sambandið milli pólhnita og venjulegra rétthyrndra hnita er sýnt á mynd 1.2. Með einfaldri hornafræði fæst að
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Lengdin r er sem fyrr segir gefin af reglu Pýþagórasar,
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en hornið 
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 er dálítið erfiðara viðfangs. Ef 
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 hefur það enga merkingu að tala um horn, en annars er 
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 gefið af formúlunni
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að því tilskildu að x sé ekki núll. Þegar 
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 eru tveir möguleikar:

Ef 
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Dæmi 1.2:  Rétthyrnd hnit tvinntölu eru (4, –3). Hver eru pólhnit hennar? 
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sem er ritað (5, 5.64).

Pólhnit tölu eru (3, 0.2). Hver eru rétthyrnd hnit hennar?
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1.3  Tvinntölureikningar í pólhnitum

Margföldun og deilingu tvinntalna er þægilegra að gera í pólhnitum en í rétthyrndum hnitum. Á sama hátt verður allur veldareikningur miklu viðráðanlegri.


Látum (a, () og (b, () vera tvær tvinntölur ritaðar með pólhnitum. Þá eru marg​földun og deiling þeirra gefnar af eftirfarandi reglum:
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Af margfeldisreglunni leiðir síðan regla um veldareikning:
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Ef r = 1 er þetta (í rétthyrndum hnitum) regla De Moivres:
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Veldareglan gildir bæði um heil og brotin veldi, þ.e. bæði um veldi og rætur. Til dæmis er kvaðratrót af tvinntölunni 
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Dæmi 1.3:  Hver eru pólhnitin á ásum tvinnsléttunnar?

· Ef z = 1 er Re(z) = 1, Im(z) = 0 og pólhnitin (1, 0).

· Ef z = i er Re(z) = 0, Im(z) = 1 og pólhnitin (1, π/2).

· Ef z = –1 er Re(z) = –1, Im(z) = 0 og pólhnitin (1, π).

· Ef z = –i er Re(z) = 0, Im(z) = –1 og pólhnitin (1, 3π/2).

Dæmi 1.4:  Notum veldaregluna til að hefja 1 + i  í fjórða veldi og til að reikna 
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Í pólhnitum er talan 1 + i  rituð 
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Tvinntölur sem veldi

Við höfum áður kynnst fallinu 
[image: image60.wmf]x
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 þar sem x er rauntala. Nú vaknar sú spurning hvernig fara eigi með fallið 
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 þegar z er tvinntala. Með því að rita 
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 og nota veldareglur sést að
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Raunhlutinn er með öðrum orðum hið gamalkunna 
[image: image64.wmf]x
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 en þverhlutinn er áfram ráð​gáta. Stærðfræðilegar rannsóknir hafa leitt í ljós að hann má rita 
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Nánari rökstuðning er að finna aftast í kafla 3.1 þar sem þetta er sýnt með því að skrifa fallið sem óendanlega röð og ennþá ítarlegri umfjöllun er að finna á vefsíð​unum sem fylgja þessari bók. Hér tökum við þetta einfaldlega trúanlegt og setjum fram reglu:

Ef 
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Allar rétthyrmdar tvinntölur 
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 má líka rita í pólhnitum 
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. Því má einnig orða regluna svona:

Sérhverja tvinntölu z (sem er lengri en núll) má rita sem veldi þannig að 
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Dæmi 1.5:  Hvernig er talan 1 + i  skrifuð sem veldi? Pólhnit tölunnar eru 
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Athugið að margföldun tvinntalna á veldaformi er í samræmi við það sem fyrr var sagt um margföldun tvinntalna í pólhnitum:
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Vegna þess að sínus er oddstætt fall en kósínus er jafnstætt fall eru samokatölur rit​aðar
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Summa og mismunur samokatalnanna gefur okkur reglu Eulers:
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1.4.  Æfingar

Skilgreining á tvinntölum

Umritið sem eina tvinntölu:
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Lausnir á jöfnum

Finnið allar lausnir á eftirfarandi jöfnum:
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Pólhnit

Teiknið eftirfarandi tvinntölur í hnitakerfi og ritið þær í pólhnitum:
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Ritið eftirfarandi tölur á forminu  
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Tvinntölureikningar í pólhnitum

Reiknið eftirfarandi með því að breyta tölunum fyrst í pólhnit. 
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Reiknið eftirfarandi kvaðratrætur:
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Sannanir

48. Látum 
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Notið reglu De Moivres til að sanna að 
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Mynd 1.1.  Staðsetningu tvinntölu í tvinnsléttunni er bæði hægt að lýsa með rétthyrndum hnitum (x, y) og pólhnitum (r, ().
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